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Im diesem Text wird die folgende Notation benutzt:

Variable Bedeutung

bw Bandbreite (in Oktaven) eines Peak- oder Bandpass-Filters

y Bandbreitenparameter eines Peak-Filters

H(z) Transferfunktion eines Filters (allgemein)

H,(2) Transferfunktion des p-ten Teilfilters in einer Zusammenschaltung von P
gleichartigen Filtern (seriell oder parallel)

Hp(z)  Transferfunktion einer aus P Teilfiltern bestehenden Filterstruktur, evtl.

erweitert um einen globalen Gain-Faktor G

Fehler- bzw. Kostenfunktion

globaler Gain-Faktor fiir eine Filterstruktur
Gain-Parameter eines Peak-Filters als Faktor
Gain-Parameter eines Peak-Filters in dB

ein generischer Parameter

normierte Kreisfrequenz (allgemein)

normierte Mittenfrequenz eines Peak- oder Bandpass-Filters
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Chapter 1

Spektrale Hullkurven



1.1 Das Problem

Viele Spektren von natiirlichen Kléngen enthalten zweierlei Arten von spektraler Information
die einander iiberlagern. Einerseits siecht man im Spektrum von z.B. harmonischen Kléangen
die Spektrallinien der einzelnen auftretenden Frequenzen. Zwischen diesen diskreten Fre-
quenzen ist das Amplitudenspektrum im Prinzip gleich Null (das ist natiirlich eine stark
idealisierte Vorstellung). Andererseits hat jede solche Spektrallinie eine bestimmte Ampli-
tude - verbindet man die spektralen Peaks auf geeignte Weise miteinander, so erhalt man
eine spektrale Hiillkurve, die die grundsétzliche Form des Spektrums beschreibt ohne jedoch
einzelne Frequenzen aufzulésen. Am Beispel des Spektrums einer mannlichen Stimme, die
ein langgezogenes ”"a” spricht, wird dies deutlich:

Spektrum eines mannlichen "Ahh"
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Figure 1.1: FFT-Spektrum eines mannlichen ” Ahh”

Wir sehen einerseits die (mehr oder weniger) diskreten Spektrallinien bei ganzzahligen Vielfachen
der Grundfrequenz, andererseits sehen wir, dass z.B. die Frequenzbereiche um 700 Hz und
1200 Hz mehr Energie enthalten als umliegende Frequenzbereiche. Solche Frequenzbereiche
mit besonders viel Energie nennt man Formanten. Diese entstehen physikalisch haufig durch
Resonatoren, deren Resonanzfrequenzen oft unabhangig von der Grundfrequenz des Klangs
sind. Bei akustischen Saiteninstrumenten besipielsweise werden diese Resonanzfrequenzen
vor allem durch Form und Grofle des Korpus bestimmt - und diese Dinge sind schlieflich
vollig unabhangig davon, welche Note gerade gespielt wird. Bei der menschlichen Stimme
sind die Resonatoren durch die Geometrie der Hohlraume im Mund- und Rachenbereich bes-
timmt wéhrend das Anregungssignal bei stimmhaften Lauten durch das periodische Offnen
und Schlieflen der Glottis entsteht. Hier kann es zwar durchaus zu gewissen Wechselwirkun-
gen zwischen Grundfrequenz und Formantbereichen kommen, naherungsweise kann man die
Trennung jedoch auch hier vollziechen. Bei der menschlichen Stimme sind die Lagen der
Formantbereiche ein wichtiges Kriterium zur Unterscheidung von Stimmen und auch zur
Unterscheidung verschiedener Laute. Fiir viele interessante Signaltransformationen ist es
wiinschenswert, die spektrale Hiillkurve von den (durch die Periodizitéit des Signals gegebe-
nen) spektralen Peaks zu trennen, denn wenn man diese beiden Informationen getrennt zu
Verfiigung hat, kann man sie auch getrennt voneinander modifizieren. Anwendungsbeispiele
sind Pitch-Shifting unter Erhaltung der spektralen Hiillkurve und unter Verschiebung bzw.
Skalierung der spektralen Hiillkurve unter Erhaltung der Tonhdhe.



1.2 Schatzung iiber Lineare Pradiktion
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Figure 1.2: FFT-Spektrum und spektrale Hiillkurve (geschétzt tiber Lineare Pradiktion)
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1.3 Schatzung iiber Discrete Allpole Modeling



1.4 Schatzung iiber Cepstral Smoothing

Spektrum und Hullkurve via Cepstral Smoothing
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Figure 1.3: FFT-Spektrum und spektrale Hiillkurve (geschétzt tiber Cepstral Smoothing)



1.5 Schatzung mit dem True Spectral Envelope Algo-
rithmus

Spektrum und Hullkurve via True Spectral Envelope
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Figure 1.4: FFT-Spektrum und spektrale Hiillkurve (geschétzt mit dem True Spectral En-
velope Algorithmus)



Chapter 2

Formantmodelle



2.1 Serielle Allpolfilter

2.1.1 Das Modell

In diesem Abschnitt soll eine serielle Verschaltung von Allpolfiltern zweiter Ordnung als Mod-
ell fiir unser Synthesefilter dienen. Wir modellieren unser Synthesefilter also mit folgender
Filterstruktur:

G
>—> x[n]

Figure 2.1: Serielle Verschaltung von P Allpolfiltern 2.0rdnung

Fiir die Berechnung der Filterkoeffizienten konnen wir von einem Allpolfilter in Direktform
ausgehen - so wie es z.B. durch Lineare Pradiktion oder besser durch Discrete Allpole Model-
ing geliefert wird. Dieses Allpolfilter miissen wir dann in eine serielle Verschaltung von Filtern
zweiter Ordnung zerlegen. Dazu miissen zunachst die Nullstellen des Nennerpolynoms der
Transferfunktion des Allpolfilters gefunden werden (das sind die Polstellen des Filters). Da
diese Polstellen entweder reell sind, oder als konjugiert komplexe Paare auftreten, konnen
wir je zwei solcher konjugiert komplexer Pole zu einem quadratischen Polynom mit reellen
Koeffizienten zusammenfassen - und dies sind genau die gesuchten Koeffizienten fiir eine Fil-
terstufe. Einzelne reelle Polstellen werden in dieser Filterstruktur als Spezialfall mit erfasst,
denn sie konnen durch ein Filter realisiert werden, bei dem der Koeffizient as zu Null wird.

Die Transferfunktion einer einzelnen Filterstufe mit dem Index p gegeben ist durch:

1

H =
1+ a2zt 4 agpz=2

p(2) (2.1)

Die Transferfunktion einer Reihenschaltung P solcher Filterstufen ergibt sich als Multiplika-
tion der Transferfunktionen der einzelnen Stufen, auBerdem wird ein globaler Gain-Faktor
G eingefiihrt:

Hp(z) = G|]H,(2)
r 1

= G 2.2
1t a4 agz? (22)

p

Jede dieser Zweipol-Filterstufen hat demnach zwei Freiheitsgrade (oder auch nur einen, wenn
as = 0 ist). Es jedoch intuitiv besser verstandlich, wenn man nicht die Koeffizienten selbst
als einstellbare Parameter betrachtet, sondern den Betrag und Winkel des jeweiligen Pol-
stellenpaares, das durch das Filter realisiert wird. Dieses Polstellenpaar wollen wir mit
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den komplexen Zahlen re’? und re ™% bezeichnen. Der Winkel ¢ des Polpaares entspricht
namlich (ndherungsweise) derjenigen normierten Kreisfrequenz €2, bei der im Frequenzgang
des Filters ein Peak auftritt (die genaue Frequenz des Peaks ist etwas verschoben, da die bei-
den Pole auch noch miteinander wechselwirken). Der Radius r hingegen bestimmt, wie stark
das Peak ausgepragt ist. Der Zusammenhang zwischen Radius » und Winkel ¢ einerseits
und den Filterkoeffizienten a; und as andererseits ist wie folgt:

a; = —2rcosyp
as = 1 (2.3)

In Abbildung 2.2 sind beispielhaft einige Betragsfrequenzgénge solcher Zweipol-Filter mit
verschiedenen Winkeln und verschiedenen Radien der Polstellen dargestellt. Im ersten Plot
ist der Winkel ¢ = /4, dies entspricht bei einer Samplerate von 44.1 kHz einer Frequenz von
5512.5 Hz. Wir werden die zu modellierenden Formanten in der Regel im Frequenzbereich
unterhalb von 5 kHz suchen - wie wir sehen, zeigen die Zweipol-Frequenzgange in diesem
Bereich (von ¢) eine Art Tiefpasscharakter. Wenn wir also beispielsweise einen Formanten
durch ein solches Zweipolfilter modellieren wollen, wird dies zu beachten sein (wir werden
jedoch noch sehen, dass eine einfache ”Ein Formant entspricht einem Polpaar”-Zuordnung
ohnehin nicht so ohne weiteres moglich ist).
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Figure 2.2: 3 Familien von Betragsfrequenzgangen von Zweipol-Filtern, die Winkel der Pol-

stellen betragen 7/4, 7/2, 3w /4 die Radien gehen jeweils von 0.29 bis 0.99 mit einem Inkre-
ment von 0.1

10



2.1.2 Transformation der Formanten
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2.2 Parallele Allpolstruktur

2.2.1 Das Modell

e[n]

Figure 2.3: Parallele Verschaltung von P Filtern 2. Ordnung zu einer Allpolstruktur
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2.2.2 Zusammenhang zu FOF’s (Formantwellenformen)
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2.2.3 Transformation der Formanten
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2.3 Serielle Parametrische Equalizer

2.3.1 Das Modell

Fiir die Modellierung von Formantspektren wird in diesem Abschnitt eine Reihenschaltung
von parametrischen Equalizern untersucht. Diese einzelnen parametrischen Equlizerstufen
werden auch hier durch Filter zweiter Ordnung realisiert, allerdings enthalten diese Filter
zweiter Ordnung jetzt jeweils ein Polstellenpaar und ein Nullstellenpaar (sind also ”echte”
Biquads). Als Blockdiagramm sieht die Struktur unseres Modellfilters folgendermaflen aus:

3, xin]

e[n]

Figure 2.4: Serielle Verschaltung von P Filtern 2.0rdnung (Biquads)

wobei die Transferfunktion einer einzelnen Biquad-Stufe mit dem Index p gegeben ist durch:

bo, + b1zt + by,z2
Hy(z) = 22002t P (2.4)

agp + a1pz~! + agyz?

mit ag, = 1 Vp. Die Transferfunktion einer Reihenschaltung P solcher Equalizer ergibt sich
als Multiplikation der Transferfunktionen der einzelnen Stufen, auflerdem wird ein globaler
Gain-Faktor G eingefiihrt:

Hp(z) = G]]H,(2)

P bop + blpZ_l + b2p2_2

-1 -2
) Gop 12T+ agyZ

= G

p

(2.5)

wobei der Index p tiber die einzelnen Equalizerstufen lauft.

Als Grundlage fiir das Design der einzelnen Biquad-Stufen werden die Gleichungen fiir die
Berechnung der Filterkoeffizienten von Robert Bristow Johnson (-; Literaturangabe) be-
nutzt. Nach Robert Bristow Johnson ergeben sich die Koeffizienten fiir einen parametrischen
Equalizer zu:
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by — I+vv9
1+v/\/9
—2cos(€2.)
L+7/\/9
b, — VI
: 1+7/y9

apg = 1
—2cos(.)

1+v/\/9
1—v/\g
71+7/\/§ (2.6)

blz

a; =

wobei, wie man sieht b; = a; gilt. Dabei ist €2, die normierte Mittenfrequenz des Equalizers.
Diese ergibt sich aus der Mittenfrequenz f. (in Hz) und der Samplerate f; (in Hz) wie folgt:

Q. = onde (2.7)

fs

Der Parameter g ist der Vertarkungsfaktor - und zwar nicht in dB, sondern als Faktor mit
der die Amplitude eines Sinus mit einer Frequenz von ). vertarkt wird. Oft ist es jedoch
intuitiver, den Verstarkungsfaktor in dB anzugeben - hierfiir werden wir die Bezeichnung
gap benutzen. Fiir die Umrechnung gilt:

g = 109a5/20 (2.8)

Der Parameter «y ist der Bandbreitenparameter, der sich wie folgt aus der (in Oktaven
gegebenen) Bandbreite bw berechnet:

= sin In(2) w 2 sin

Aus der Transferfunktion Hp(z) ergibt sich der Frequenzgang des Equalizers durch Auswer-
tung der Transferfunktion entlang des Einheitskreises. Dies geschieht durch die Substitution
2+ e/%. Also:

& bOp + blpeijQ + preinQ

—jQ -2
1 Qop + G1p€ + agpe

Hp(e'?) =G (2.10)

Der Parametervektor

Wir haben also P Filterstufen, von denen jede einzelne iiber einen Verstarkungsparameter (g
bzw. gq4p), einen Mittenfrequenzparameter (€. bzw. f.) und einen Bandbreitenparameter (-y
bzw. bw) verfiigt, wobei sich die verschiedenen Darstellungsformen der Parameter ineinander
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umrechnen lassen. Zusétzlich haben wir noch den globalen Verstarkungsfaktor G (bzw. Gyp,
wenn man diesen in dB ausdriicken will). Insgesamt haben wir also 3 * P + 1 einzustellende
Parameter. Oft ist es iibersichtlicher, diese Parameter in einem Vektor zusammenzufassen.
Wir defineren also den Parametervektor unserer Filterstruktur als:

0:=(Ggr...9p Q1 ...Qep bwl...bwp)T (2.11)

Die Kostenfunktion

Die spektrale Hiillkurve des Eingangssignals, dessen Formanten mit Hilfe einer solchen
Equalizer-Kette nachgebildet werden soll, sei mit X (e/?) bezeichnet. Als Kostenfunktion
bietet sich eine gewichtete mittlere quadratische Abweichung zwischen der logarithmierten
spektralen Hiillkurve des Eingangssignals und dem logarithmierten Betragsfrequenzgang des
Equalizers an:

E = /Oﬂw(gz) (In | X (%) = In | Hp(e/%)])* d)

Hierbei ist w(12) eine Gewichtungsfunktion die es ermdglicht, in bestimmten Frequenzbere-
ichen eine bessere Anpassung des Equalizers an das Spektrum zu bewirken wobei in anderen
Frequenzbereichen unter Umstanden eine Verschlechterung der Anpassung in Kauf genom-
men wird. Die oben genannte Kostenfunktion ist jedoch in erster Linie von theoretischen
Wert, da hier angenommen wird, dass unsere zu approximierende Funktion In | X (e/®)| als
kontinuierliche Funktion in Form eines mathematischen Ausdrucks vorliegt (und dass das In-
tegral gelost werden kann). In der Praxis haben wir es jedoch mit diskreten Spektren zu tun
- d.h. unsere spektrale Hillkurve ist nur an bestimmten Stiitzstellen 2, mit £ =0,..., K — 1
definiert, wobei K die Anzahl dieser Stiitzstellen (Bins) ist. Daher geht das Integral iiber in
eine Summe:

=

1

E = > w(@) (In|X(&@")] ~In |Hp(e’%)])? (2.12)

e
I

0

AuBlerdem wurde % als Normierungsfaktor eingefiihrt - hauptséchlich deshalb, damit spéter
sinnvolle Werte fiir Lernraten nicht von der Anzahl der Bins K abhangen. Diese Kosten-
funktion sollte beziiglich der Parameter (., g, bw, mit p = 1, ..., P minimiert werden. Dazu
werden in den folgenden Abschnitten Ausdriicke fiir die partiellen Ableitungen der Kosten-
funktion beziiglich dieser Parameter hergeleitet. Wenn man diese partiellen Ableitungen
kennt, konnen gradientenbasierte Optimierungsverfahren eingesetzt werden. Da man die
Reihenfolge der P Equalizerstufen beliebig vertauschen (permutieren) kann, ergeben sich
schonmal P! dquivalente Losungen - wir 10sen dies auf, indem wir festlegen, dass die erste
Stufe fiir den untersten Formanten, die zweite fiir den nachsten usw. zustandig ist.
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2.3.2 Herleitung des Betragsfrequenzgangs einer Biquad-Filterstufe

In diesem Abschnitt soll ein allgemeiner Ausdruck fiir den Betragsfrequenzgang einer einzel-
nen Biquad-Filterstufe werden, da dies fiir spatere Betrachtungen benotigt wird. Zunéchst
betrachten wir das Betragsquadrat |H (e/)|? des Biquads. Hierfiir gilt:

|H()[? = H()H ()

= H(/%)H(e?)
by + b1e 7 4+ bye P by + el + bye?9
ap + a1e 92 + ape=22 gy + 4,69 + ape%9
Num
Den

wobei die Abkiirzungen Num fiir den Zahler (englisch: Numerator) und Den fiir den Nenner
(englisch: Denominator) eingefithrt wurden mit dem Hintergedanken, das ganze Ausmulti-
plizieren nur fiir den Zahler Num durchzufiihren - fiir den Nenner Den sieht die Rechnung

dann ganz genauso aus. Es gilt also:

Num = (by + bie ™ + bye %) - (bg + bre?? + bye®?)
= B2 4 bob1e?? + bobye®
+b1e b + bre e’ + bre I hye¥
+boe ™y + bye 2, eI + byeH Uy
= b+ bob1e?? + bybye®?
+bobre 7 + b% eI L by ¢TI eH

eI2=7i=1 eI
—2jQ —2iQ _iQ | 12 _—2jQ _2iQ
+boboe +bibye e’ +bse e
~———— ~———
=i 1

Vereinfachen und Zusammenfassen von Termen mit gleichen Koeffizienten:

Num = b+ bobie?® + bobae™ + bobie 7 + b7 + bibae’® + boboe > + bybye 7% + b3
= b5+ b+ b5+ bob1e?? + bob1e ™% + bobae®t 4 bobye =X 4 bybye?t 4 bybye ™

Ausklammern der Koeffizienten wenn moglich und Anwendung von cos(p) = w

Num = b3+ b2+ b3+ boby (€7 + e77) +boby (€% 4 e72) +b1by (7 + 79%)
~———— ~——— ~———
2 cos(92) 2 cos(292) 2 cos(Q)
= bp + b7 + b3 + 2cos(Q)bgby + 2 cos(20)bgby + 2 cos(Q)b1by

= b3+ b7 + b3+ 2cos(Q)(boby + biby) + 2 cos(29)bobs
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Fiir den Nenner Den sieht die Rechnung, wie gesagt, genauso aus. Es ergibt sich also:
Den = a2 + a] + a3 + 2 cos(Q)(apa; + a1as) + 2 cos(2Q)agas
Fiir unseren quadrierten Betragsfrequenzgang ergibt sich damit also insgesamt:

b2 + b3 + b3 + 2 cos(Q)(boby + b1ba) + 2 cos(2Q)bgb,
at + a3 + a3 + 2 cos(Q)(apar + araz) + 2 cos(2Q)agaz

[H ()] =

und somit fiir den gesuchten Betragsfrequenzgang:

2.13
at + a2 + a3 + 2 cos(Q)(apar + araz) + 2 cos(2Q)agaz (2.13)

, b2 + b2 + b2 + 2 cos(Q) (boby + bibsy) + 2 cos(2Q)bybs
()| = | B

Fiir P in Reihe geschaltete solche Stufen ergibt sich der Betragsfrequenzgang als Produkt
iiber Betragsfrequenzgange der einzelnen Stufen:

[Hp(') = [ ] 1H,y ()]

p=1

bzw. mit zusatzlichem globalen Gain-Faktor G:

[Hp(e')| = G 1Hy(¢)] (2.14)

p=1
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2.3.3 Der Gradient der Kostenfunktion

Fiir die Optimierung einer Funktion ist es im allgemeinen nétig, deren partielle Ableitungen
beziiglich der zu optimierenden Parameter zu kennen. Da wir die Kostenfuntion

=

1

B == > w(S) (n]X(e%)| — In |Hp(e'™)])’

0

e
Il

beziiglich der Mittenfrequenzen, Bandbreiten und Verstirkungsfaktoren (die alle in | H p(e/*)|
stecken) der einzelnen Equalizerstufen optimieren wollen, benotigen wir also Ausdriicke fiir
die Ableitung der Kostenfunktion nach eben diesen Parametern. Diese sollen im Folgen-
den hergeleitet werden. Danach werden die Ergebnisse benutzt, um einen Algorithmus zur
praktischen Berechnung der Ableitungen zu erarbeiten. Werden die einzelnen partiellen
Ableitungen zu einem Vektor zusammengefaf3t, so wird dieser Vektor als Gradient der Funk-
tion E bezeichnet. Unser Gradient hat demzufolge die Form:

0E 0F OF OF  O0F OF  OF

v ( G (991 agp anl anp 8bw1 abwp

Herleitung der partiellen Ableitungen der Kostenfunktion beziiglich der Equalizer-
Parameter

Wir betrachten in diesem Abschnitt die Ableitung der Kostenfunktion nach einem beliebi-
gen Equalizerparameter 6 einer einzelnen Equalizerstufe, die mit dem Index i bezeichnet
werden soll. Dabei ist ¢ beliebig aber fest gewahlt und der generische Parameter # ist ein
Platzhalter fiir entweder den Vertarkungsparameter g, den Bandbreitenparameter bw oder
den Mittenfrequenzparameter 2.. Wir berechnen also:

OE 9 1
00, 96, K

K-1
Zw () (In | X (7)) = In | Hp (7))
k=0

Aufgrund der Linearitdt der Ableitung, kann die Ableitung in die Summe hineingezogen
werden, aulerdem ist die Gewichtungsfunktion w(€2;) unabhéngig von #; und kann deswegen
als konstanter Faktor vor die Ableitung gezogen werden:

K-1
1
w(
k:()

X (%) — In |Hp(e/%)[)

i

Zur Vereinfachung der Schreibweise werden im weiteren Verlauf an einigen Stellen die Am-
plitudenfrequenzginge von Eingangssignal und Equalizerkette anstatt mit | X (e/?)| bzw.
| Hp(e7%)| abkiirzend mit | X| bzw. |Hp| bezeichnet - wir wissen schlieBlich dass es sich hier
um frequenzabhéngige Groflen handelt. Zur Ableitung des quadratischen Terms wird zuerst
die Kettenregel angewandt:
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1 K—1
w( 2(In | X| —In|Hp|) -
s

0
(| X| ~ In|Hp|)

z'

Da unsere spektrale Hiillkurve |X| nicht von 6; (oder irgendwelchen anderen Parametern,
die wir kontrollieren kénnen) abhéngt, wird die entsprechende Ableitung Null:

0E 1
90, K

0
(=0 | Hp)

i

K-1
> w() - 2| X| - In|Hpl) -
k=0

Umsortieren und Hineinziehen des Minuszeichens in die Klammer:

1K1

= w( ln|Hp\ (In|Hp| —In|X]) (2.15)
o KD

Nun miissen wir also den logarithmierten Betragsfrequenzgang unserer Equalizerkette In | H p|
nach 6; ableiten. Dieser Betragsfrequenzgang ist gegeben mit Gleichung 2.14, somit gilt:

0 4 9 r .
86 ‘Hp(ejﬂ)‘ = 89 (GH ‘Hp@]Q)’)
7 % p=1

Eine angenehme Eigenschaft der Logarithmusfunktion ist es, dass sie Produkte in Summen
verwandelt, denn es gilt: In(a-b) = In(a) + In(b), oder allgemeiner: In [[(-) = > In(-), wobei
der Punkt in den Klammern als Platzhalter fiir irgendwelche Terme verstanden werden soll.
Damit haben wir:

) iy 0 P o
5, B HHR(E)] = 5 (n(G) + 3 [H, (%)) (2.16)

Wir nehmen hier an, dass unser generischer Parameter 6; nicht der globale Gain-Faktor G
war - die Ableitung nach diesem Faktor wird spéter gesondert betrachtet. Damit hangt
der GG nicht von #; ab, und die entsprechende Ableitung wird zu Null, des weiteren kénnen
kénnen wir die Ableitung in die Summe hineinziehen:

T

[H,(e7)]

9 i
8911I1|Hp 6] Z

An dieser Stelle ist anzumerken, dass die Ableitung von In |H,| nach 6; nur fiir die Equalizer-
stufe p mit dem Index i einen Wert ungleich Null ergibt - alle anderen Ubertragungsfunktionen
hangen ja nicht von 6; ab und sind somit als Konstanten beziiglich ; anzusehen - die
entsprechenden Ableitungen werden also zu Null. Daher bleibt von der Summe nur der
Term fir p = i tbrig:
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0 0 4
(pI82
% In | H;(e’?)] (2.17)

In |HP(6]Q)’ = 80

Hier ist etwas bemerkenswertes passiert: die Ableitung des logarithmierten Betragsfrequen-
zgangs der Equalizerkette nach 6; ist somit einfach gleich der Ableitung des logarithmierten
Betragsfrequenzgangs der Equalizerstufe mit dem Index 7. Beziiglich der weiteren Herleitung
entkoppeln die einzelnen Equalizerstufen demnach. Daher kénnen wir die Schreibweise et-
was vereinfachen und den Index i ab jetzt weglassen. Wenn wir spater fiir eine bestimmte
Equalizerstufe die Ableitung suchen, kann der Index ¢ nach Bedarf wieder eingefiihrt werden.
Die Kettenregel liefert:

0 .
- J| —
o5 I 1H (@)

1 0 ,
| H (/" 2.18
o 5 ) (215)
wobei mit |H| in diesem Falle der Betragsfrequenzgang einer einzelnen Biquad-Stufe ist
(und zwar derjenigen mit dem Index ). Ein Ausdruck fiir den Betragsfrequenzgang einer
Biquad-Stufe wurde zuvor mit Gleichung 2.13 bestimmt. Wir setzen dieses Ergebnis nun
also ein:

0 0 \/ B2+ 02 + b2 + 2c0s(Q2) (boby + bibs) + 2 cos(292)bobs

%| = 90\ a2 + a2 + a2 + 2 cos(Q)(apar + aras) + 2 cos(2Q)agay

was sich auch schreiben 148t als:

0 H| = 9 ( b2 + b2 + b2 + 2cos(€2) (boby + biby) + 2 cos(260)bobs )
00 00

o0 at + a? + a3 + 2 cos(Q)(agar + a1az) + 2 cos(2Q)agas

Dabei entspricht das Innere der Klammer (ohne den Exponenten 3) genau |H|?. Wieder
wird die Kettenregel angewandt:

2|H| - 1(|H|2)—71 g b% —|— b% —|— b% —|— 2 COS(Q)(bobl + blbg) + 2 COS(2Q)b0b2
06 2 00 a3 + a3 + a3 + 2 cos(Q)(agay + araz) + 2 cos(2Q)agaz

B 1 QNum (2.19)
~ 2|H| \ 99 Den '

wobei wieder der Ubersichtlichkeit halber die beiden HilfsgroBen Num und Den benutzt
wurden, die jeweils Zahler und Nenner des Bruchs reprasentieren sollen. Jetzt benotigen wir
die Quotientenregel:

0 Num (& Num) - Den — (& Den) - Num
00 Den Den?

(2.20)

Die partielle Ableitung des Zéahlers nach 6 lautet:
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gNum = ﬁbg + ﬁb% + ﬁb% + 2008(9)2(130171 + b1b2) + 2 cos(212)

0
a0 a0 a0 o0 a0 90

59 0P

Ganz analog gilt fiir die Ableitung des Nenners Den:

gDen:g e 9 2

50 550 + gag +2 cos(Q)g(aoal + ajag) + 2 cos(ZQ)g(aoag)

90" " 90 90 90

Hier treten Ableitungen von Produkten von Filterkoeffizienten auf. Diese werden nach der
Produktregel wie folgt gebildet (hier nur fiir die b-Koeffizienten dargestellt):

%bg = 2b0%; %bf =2 1%; %53 = 252%7
aaebobl %61 + %bel bo
Dby = D, 1 T,
%bon = %52 - %bo

Wir sehen also, dass wir zunachst einmal die Ableitungen der Koeffizienten by, by, by beziiglich
des Parameters 6 berechnen miissen - diese konnen dann spéter (zusammen mit den Ko-
effizienten selbst) mit der Produktregel zu den entsprechenden Ableitungen die in obiger
Formel zur Ableitung des Zahlers Num zusammengebaut werden. Daher ist es an dieser
Stelle an der Zeit, fiir den generischen Parameter # wieder die konkreten Filter-Parameter
einzusetzen um die entsprechenden Ableitungen zu berechnen.

Aus den Filterdesign-Gleichungen (Gleichung 2.6) fiir die Koeffizienten ergibt sich fiir den
Verstarkungsparameter g:

9, _ 91+

dg " 991 +7//7

(Z(1+792)(1+7972) = (Z(1+7972)(1 +7g
(1+7/y/9)?

(g 2) (1 +7972) — (3797 2)(1 +797)

(1+7/v9)?

Der Zahler wird ausmultipliziert und noch etwas vereinfacht:

=

)

_1 _1 _1 _3 _3 1
) 1vg7z + 1yg72vg72 + 2v972 + 29 290
dg (14+7//9)?
_1 _ _3 _
37972 +37°9 7 5197 + 3770

(1+7//9)*
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was uns schliellich zur endgiiltigen Form der inneren Ableitung des Koeffizienten by nach
dem Vertarkungsparameter g fithrt:

Auf die gleiche Art und Weise ergibt sich fiir die Ableitungen von b; und bs:

2
2
st

v/

~

N [—=
@
N [—=

by 25

.
9

+
+

w%
Q
w

)

S

— 7 cos(Q
b \/g_gcos( c)

g (1+7/3)

~

2
0
ria

-
0by V9

N =

| o=
[\
§
w

89~ (+v/v

(2.21)

(2.22)

(2.23)

Aus diesen 3 Ableitungen zusammen mit den Werten von by, by, by werden wir spater mit
der Produktregel die Ableitung unserer Hilfsvariable Num nach g zusammenbauen. Fiir die

Ableitungen der a-Koeffizienten (die wir fiir die Ableitung von Den brauchen) gilt:

da ja a; = by gilt, und:

(9a0 0

N _ 1=

dg g !
0 _ 0,
dg  0dg !

5
Dasy _ Ve

dg  (1+7/\9)?

(2.24)

(2.25)

(2.26)

An dieser Stelle haben wir uns also bis zu den inneren Ableitungen durchgearbeitet und
kénnen nun durch entsprechende Riicksubstitutionen und Anwendungen von Produkt- und
Quotientenregel auch die Ableitungen der Kostenfunktion beziiglich eines Verstarkungsparameters
g angeben. Wir wollen es uns jedoch hier ersparen, die gewonnenen Ergebnisse in einer
einzigen groffen und uniibersichtlichen Formel zusammenzufassen. Die notwendigen Schritte

werden stattdessen hoffentlich in der Zusammenfassung deutlich werden.

Fiir die partiellen Ableitungen der Filterkoeffizienten nach dem Bandbreitenparameter v (die
Ableitung nach der eigentlichen Bandbreite bw wird weiter unten betrachtet) ergibt sich :

o VI~

dy (1+7/9)
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by % cos(£2.) (2.28)
O (1+7/y9)? '
e _ NI G (2.29)
Oy (1+7/v9) '
%—? =0 (2.30)
%—‘3 - g—l;l (2.31)
P _2
a9 NG
day . "V5 2.32
TRl (2:32)

Fiir die partiellen Ableitungen der Filterkoeffizienten nach dem Mittenfrequenzparameter €2,
ergibt sich:

060 . (%2 . 8a0 . 8a2 .
0. 00, 090, 090, 0 (2:33)
oby day 2sin(2.)
= = 2.34
0. 0 1+4+7/\/g (2:34)

Mit diesen Ableitungen kénnten wir im Prinzip arbeiten. Fiir die Praxis bietet es sich jedoch
an, nicht mit dem Parameter v fiir die Bandbreite zu arbeiten, u.a. da dieser noch von 2.
abhéngt. Die Bandbreite bw (in Oktaven) hat dieses Problem nicht und ist auflerdem intuitiv
verstandlich. Wenn wir die Kostenfunktion nach einer Bandbreite bw anstatt nach ~ ableiten
wollen, miissen wir im Prinzip nur noch die Ableitungen fiir die Filterkoeffizienten nach ~
mit der inneren Ableitung von v nach bw multiplizieren (nach der Kettenregel), das heifit
zum Beispiel fiir by:

9, 9, 9]
%bo — 6_7b0 T (2.35)

wobei mit Gleichung 2.9:

9. 9 sinh ( lné2) bw

sin(€2,.)

Q.
obw ' Obw sin(€2,)

die Ableitung ergibt:
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J  In(2)-Q In(2) Q.
oon = 5 cosh ( 5 bwsin(Qc) (2.36)

Ebenso hatten wir anstatt nach dem Gain-Parameter g nach dessen Version in dB ableiten
konnen. Dies entspricht einer Mulitplikation der Ableitungen der Filterkoeffizienten nach g
mit der Ableitung von g nach g4p. Diese ergibt sich als:

9 g = 0 10948/20
d9an 09ap
In(10)
= —>1095/% 2.37
20 (2.37)

Und ganz analog ergibt sich fiir die Mittenfrequenz in Hz f.:

o 0. f
ot = ant
2
- 2.38
7. (2.38)

wobei die letzten beiden Gleichungen nur der Vollstandigkeit halber angegeben sind, in
der Praxis werden wir nach den g;, Qy; und bw; ableiten. Die Entscheidung, ob z.B. die
Ableitung nach ~y oder bw betrachtet wird, &ndert die Lage des Minimums nicht, day = v(bw)
als Funktion von bw aufgefaf3t, eine monoton steigende Funktion ist. Damit ist ein Mini-
mum der Kostenfunktion E beziiglich eines bestimmten v* auch ein Minimum beziiglich der
zu v* gehoérenden Bandbreite bw* (wobei Minimum beziiglich eines Parameters bedeutet,
dass die entsprechende partielle Ableitung verschwindet). Gleiches gilt fiir ¢ = ¢g(gqp) und
Q. = Q.(f.). Es andert jedoch die Art und Weise, wie wir die Kostenfunktion betrachten
(also ob wir sie als z.B. Funktion von v oder bw ansehen), und damit verdndern wir die Form
der Kostenfunktion um das gesuchte Minimum herum. Man kann sich diese Entscheidung im
Prinzip wie ein Ver- bzw. Entzerrung der Kostenfunktion im Parameterraum vorstellen - und
von der Form der Kostenfunktion in der Nahe des gesuchten Minimums héngen letztendlich
die Konvergenzeigenschaften des eingesetzten Optimierungsverfahrens ab. Die Entscheidung
fir bw anstatt fiir v liegt im Wesentlichen darin begriindet, dass bei gegebener Bandbre-
ite bw, v von ), abhéngt (und das auch noch nichtlinear) und aufgrunddessen mehrere
GroBlenordnungen iiberspannt - dies macht die Wahl einer passenden Lernrate (z.B. beim
Gradientenabstieg) schwieriger.

Die Ableitung nach dem globalen Gain-Faktor GG

Eine gewisse Sonderrolle spielt der globale Gain-Faktor G unserer Filterkette, da er nur
einmal vorhanden ist (im Gegensatz zu den anderen Parametern, die jeweils pro Filterstufe
existieren). Auch dieser Parameter soll optimiert werden - daher benétigen wir auch die
partielle Ableitung der Kostenfunktion nach G. Diese ist besonders einfach. Wir steigen ein
mit Gleichung 2.15 wobei wir 6; durch G ersetzen:
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8E 1 8

k=0

wobei nach Gleichung 2.16:

und damit haben wir alles, was wir brauchen.

Zusammenfassung der Ergebnisse der Herleitung

Wir wollen an dieser Stelle noch einmal die wichtigsten Zwischenergebnisse zusammenfassen,
so dass es danach leicht fallt, einen Algorithmus zur Berechnung der partiellen Ableitungen
anzugeben und zu implementieren. Ausgangspunkt ist Gleichung 2.15:

1 K-1
- = w( |Hp| - (In|Hp| — In|X])
0: k::O
wobei nach Gleichung 2.17:
0 0
Hp| = H;
g, "1l = g, In 1H]

dabei ist (mit Gleichungen 2.18 und 2.19):

0 1 0 Num;
—1 H,L - A :

wobei hier der Index ¢ zur klaren Unterscheidung der Equalizerstufen wieder mitgeschrieben
wurde. Die Ableitung des Bruchs ergibt sich mit der Qutientenregel:

0 Num; (%Numi) - Den; — (%Deni) - Num;
9; Den; Den?

mit
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Numi = bgl —f- b%z =+ bgz + 2 COS(Q)(bOibh‘ + blib%) + 2 COS(QQ)bQZ‘bQi

Den; = a%i + a%i + a%i + 2 cos(2)(ag;ar; + ar;a2;) + 2 cos(2Q)ap;az;
0 0 0 0
8491 ]\TUJTI’LZ = a@l 0i -+ 69 bi 60 bgz + 2 COS(Q) 0 (bOZbll + bhbgz) +2 COS(QQ) 92 (bgzbgl)
0 0 0 0 0
20, Den; = 20, aol + 2, ah 20, azz + QCOS<Q)aei (agiar; + aysag;) + QCOS(QQ)aei (ag;az;)

wobei sich die Ableitungen der verschiedenen Produkte von Filterkoefizienten mit der Pro-
duktregel aus den Filterkoeffizienten selbst und den Ableitungen der Koeffizienten (Gleichun-
gen 2.21-2.36) ergeben. Fiir die Ableitung nach G (d.h. 0; wird durch G ersetzt) kénnen wir
direkt im zweiten Schritt ;% In |Hp| mit % ersetzen.

Ein Algorithmus zur Berechnung des Gradienten

Nun sollen also die Ergebnisse der Herleitung in einen praktischen Algorithmus zu Berech-
nung des Gradienten iibersetzt werden. Als erstes fallt auf, dass wir eine Summe iiber die
Frequenzbins £ = 0,..., K — 1 zu bilden haben - dies geschieht mit Hilfe einer Schleife
tiber k. Innerhalb dieser Schleife bendtigen wir die frequenzabhéngigen Grofilen w(€2g),
o In [Hp(e?)] = - In [H;(e/%)[, [Hp(e?™)| und | X (e/?)|. Dabei sind die GroBen w(S)
und | X (e7%)] von auflen vorgegeben, wihrend die Gesamt-Transferfunktion |Hp(e%*)| von
allen Parametern abhéngt und 8 In | H;(e’**)| von den Parametern der jeweiligen Filterstufe
1. Fiir die Berechnung der belden letzen Groflen bendtigen wir u.a. die Filterkoeffizienten
boi, b1i, boi, @i, @i, a0 @ = 1, ..., P, fiir die zweite Grofle auBlerdem die inneren Ableitungen der
Koeffizienten nach den entsprechenden Parametern - diese Gréflen sind jedoch nicht abhéngig
von der aktuellen Frequenz () und konnen daher vor der Schleife iiber €2 berechnet werden.
Insgesamt bietet sich somit folgende Vorgehensweise an (hier in einer Art Pseudocode):

for i=1,...,P J Schleife ueber die Filterstufen
Berechne die Filterkoeffizienten fuer Stufe i aus den jeweiligen Parametern
end

for i=1,...,P J Schleife ueber die Filterstufen

Berechne die Ableitungen der Filterkoeffizienten fuer Stufe i nach den
jeweiligen Parametern und die Obentigten Ableitungen von Produkten

von Filterkoeffizienten
end
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2.3.4 Transformation der Formanten
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